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DEUX APPLICATIONS
DE I’INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

On étudie dans ce probleme la célébre inégalité de Cauchy-Schwarz et deux de ses innombrables conséquences.

® 1 INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

On établit dans un premier temps I'inégalité suivante de deux facons différentes.

=
=

Théoreme (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tous x1,...,X,, Y1,---,Yn ER:

1) Premiére preuve : Soient Xx,...,X,,Y1,---,Yn € R.

a) Montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas ot x; =... =x, =0.
n
b) On suppose a présent que 'un des réels x;,...,x, est non nul et on pose S(t) = Z (xct + y;)? pour tout t € R.

k=1
Montrer que S est une fonction polynomiale de degré 2 positive ou nulle sur R, puis calculer son discriminant et
conclure. Ou 'hypothése de non-nullité de I'un des réels x4, ..., x, a-t-elle servi?

n n
2) Deuxiéme preuve : Soient xi,...,X,,¥1,...,Y, € R. On pose X = 4 fo ety =1 Zy,f Simplifier les sommes
n n
k=1 k=1

Z (Yxk _ka)z et Z (Yx;< +ka)2, puis conclure.
k=1 k=1

® 2 SOMME PARALLELE ET INEGALITE DE MILNE

ab
a+b’

Pour tous a, b > 0, on appelle somme paralléle de a et b et on note a||b le réel : al|b =
3) Vérifier que pour tous a,b,c >0: a|lb=b|la (commutativité) et (allb) lc=all (bllc) (associativité).

L’associativité du symbole || autorise 'addition paralléle de plus de deux réels strictement positifs — a||b||c par exemple —
sans qu’on ait a préciser 'ordre des parenthésages.

On s’intéresse désormais a I'inégalité suivante, qu'on démontrera elle aussi de deux facons différentes.

‘ n n n
Théoreme (Inégalité de Milne) Pour tous ay,...,d,,by,...,b, >0 Z (akllbk) < (Zak ” Z bk).
‘ k=1 k=1 k=1

n n
4) Premiére preuve : Soient a,,...,d,,b;,...,b, > 0. On pose A= Zak etB = Z by.

n a2 k=1 k=1
a) Montrer que A% < (Z k ) (A+B).
s [eF% + bk 2
agby a

b) Montrer I'inégalité de Milne en remarquant que pour tout k € [1,n] : a; — o
Ay + Dy

aj + bk N
5) Deuxiéme preuve :
a) Que vaut le minimum de la fonction x — ax? + b (1 — x)? sur R pour tous a,b > 0?
b) En déduire que pour tous a,a’,b,b’ >0 : (allb) + (a’llb’) <(a+d’) || (b+Db").

¢) En déduire I'inégalité de Milne.
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En électrocinétique, la tension U, I'intensité i et la résistance R sont liées par la fameuse loi d’Ohm U = Ri. Les lois de Kirchhoff
complétent cette relation. La premiére, dite loi des nceuds, énonce qu’en un neeud, la somme des intensités entrantes est nulle.
La deuxieme, dite loi des mailles, énonce que dans une maille, la somme de toutes les tensions orientées dans le méme sens
est nulle.

U,
i I
iy
Loi des neceuds : ‘ U Loi des mailles :
. . . . . 2 1 3
ll+12+13+l4+15=0. U1+U2+U3+U4:O.
is
i3 - . Ry Ry
L L
I1 découle de ces lois que des résistances en série dans un circuit s’additionnent. Ci-contre :
U=U; +U, dapres laloi des mailles, donc U = (R; +R,) i d’apres la loi d’Ohm. La 0 U
branche considérée porte ainsi une résistance totale de valeur R; +R,. U

Le calcul est plus compliqué pour des résistances en paralléle. Ci-contre : i =1;+i, d’apres
. ..U U . . RiR, . .
la loi des noeuds, donc i = — + — d’apreés la loi ’Ohm, donc U = —2 = (Rllle) i.La
Ri R, R; +R,
branche considérée porte ainsi une résistance totale de valeur R;||R,. On comprend mieux ainsi
pourquoi 'opération || est appelée addition paralléle.

Ry
On s’intéresse pour finir aux deux circuits représentés ci-dessous, qui ne différent que par quelques fils transversaux ajoutés
a droite.
a1 az an a; az an
b, b, b, b, by b,

n n n
La résistance totale équivalente du circuit de gauche vaut (Z ax Z bk), et a droite, elle vaut Z (ak | bk). L'inégalité de
k=1 k=1 k=1
Milne signifie donc que la résistance équivalente du circuit de gauche est toujours plus grande que celle du circuit de droite,

autrement dit que le circuit de gauche dissipe plus de chaleur que celui de droite.

@ 3 INEGALITE DISCRETE DE GRUSS

6) Soient m, M € R deux réels pour lesquels m < M et x1,...,x, € [m,M].

2
1 n n
a) Montrer que : 5 Z:(xl»—xj)2 =n in — (Zxk) .

1<i,jsn k=1 k=1

7 . 1 S U S
b) En déduire que : > E ‘ (x;—x;* = (nM —s)(s—nm) — n E (M —x;)(x—m) ous= Zxk'

I<i,jsn k=1 k=1
n?(M —m)?

En dédui —x;)* <
¢) En déduire que Z(xl x;) 2

1<i,j<n

On souhaite pour finir établir I'inégalité suivante.

Théoreme (Inégalité discrete de Griiss) Soient a,,...,4a,,b;,...,b, € R. On note a,, (resp. a,;,) la plus grande
(resp. petite) valeur des réels a,...,a,. On définit de maniére analogue les réels b, et by .- Alors :

e () )

k=1 k=1

1
< Z (amax - amin) (bmax - bmin)'

n n n
1
7) a) Montrerque: n Zakbk - ( ak)( bk) == (a; —a;)(b; — b;).
1 k=1 2 1<i,j<

k=1
1w 1< 1< 1

b) En déduire que : '—Zakbk—(—Zak)(— be || <=5.| Dll@—a)z| Dl(bi—b)2
= n ey 2n 1<i,j<n 1<i,j<n

k=

¢) Conclure.



